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}atives Prinzip der Analysis .bedeutet, ein Weg- 
~eiser zur Orientierung der GedankenGifdungen 
mehr a]s eln Fors.ehun~s:mittel. Gerade in 
d'ieser Hinsieht hat die Hilbertsche Idee seho, n 
starke Wirkung' ausgefi'bt und scheint daza be- 
rufen~, noch reiehe Frfichte zu zeugen. 

Wenn es aueh in dem gahmen .dieses Auf- 
satzes nieht mSglieh ist, im einzelnen ein Bird 
vor~ der Tiefe und Kraft  des Analytikers Hilber~ 
zu ,geben, dessen wahrtmft radloaktives wissen- 
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sehaftliehes Temperament. mittelbar oder un- 
mittelbar die meisten l~'[athematiker der letzten 
Generationen an;geredt lint, so hoffe ieh doeh, 
einen Eindruek vermitteit zu haben, w)n dem aufs 
Ganze, auf die E.inheit der Wissensehaft gerieh- 
tet.e~ Eros, weld~er tier wissensehaftliehen: Per- 
sSnl'ieh.keit den Stempel aufdrfickt ~md dem 
Tliiger in einer Epoehe der Einzellel.s~ung, Zer- 
splitterung und Zerfaserm~g in der Wissensch:aft 
einen ganz besonderen Platz anwei'st. 

H i l b e r t  u n d  d i e  P h y s i k .  

iron. 3I. Born., G6ttingen. 

Im Jahre 1905 fanden .in GSttin~g'en ~bungen 
des math.emati,seh-physikalisehen Seminars fiber 
l~tektronent~heorie statt, die Minko~,sk; nnd Hil- 
bert gemei,nsam .leiteten. Die Anregung zu die- 
sere Unternehmen, das die beiden befreundeten 
l~fathematlke:r yon ihrem eigentliehen Arbeits- 
gebiet abzog und sir zu ti, efem Eindringen in 
die Naehbarwissensehaft ver.anlal~t.e, man damaI;s 
von Minkowstci au.sgegangen sein. der yon den 
Geheimnissen nnd Riitseln der Lorentzsehen 
Elektro.dyna.mlk gelockt wurcle und darin zn- 
g~eieh eiu lohnendes Feld der Betiitigung filr 
seine ~geometrisc41en und .algebraisehen Kriifte 
er.sehaute. Der Sehreiber dieser Zeilen, dem es 
ver,g6n'nt war, an diesem Seminar als Student. 
teilzunehmen, erinllert sieh an anregende und 
au@esende Stunden, (lie mit Diskussionen fiber 
die Fitz-Geraldsehe K,ontraktion, d~ie Lorentzsehe 

Naturforsehers geh5rt, abet beim Mathematiker 
durehaus nieht immer zn linden ist, und er sah 
in Einsteins und Minkow.skis tlesultaten Er- 
ftillung dieses Glaubens. Aber er se]bst trat zu- 
n~ehst nieht mit eigenen Arbeiten physlkaliseher 
Riehtung hervor, aueh dann nieht, als Min- 
kowski 1909 plStzlieh starb un4 eine ]i'iille von 
Problemen ungelSst zurSeklieg. Es war die Pe- 
riode, ~n der Hilbert seine Theorie der Integral- 
gleiehungen und der quadrati.sehen Formen yon 
unendlieh vlelen Variabeln ztml Absehlu,fl 
braehte. We.nn er aueh dnreh dlese ITnter- 
sudmngen ganz erfiillt wurde und nieht zu pro- 
duktiver Tiiti.gkeit auf dem yon 3linkow.@i g'e- 
wiesenen We.ge kam, hat er doeh seit jener Zelt 
hie mehr aufgehSrt, sieh ffir physikalise'he Pro- 
bleme zu interessieren. A:ueb die Leh.re yon den 
[ntegralgleichungea war ja mit den l~.[e~hoden 

Ortszeit und andere, damals noeh ganz phan- der ,klassi'sehen theoretisehen Physik aufs engste 
tastiseh erseheinende Ans~tze der Elektrodyna- 
mik erfiillt waren, und an denen ~ieh aueh 
Hilbert hgufi~ kliirend un.d auf Klarheit dr.in- 
gem beteiligte. Diese l~bungsstun4en sin, d' be- 
merkenswert geworden, well bier .die ~beiden 
Niat'hematNer die Anregung,eu sehgpften, die sie 
spiiter, jeden zu. seiner Zeit, zmn ,Eingreifen in 
die En:tavieklung der Relativitiitst.heorie fiihrten. 

Minkowstds Leistnngen auf diesem Geblete 
sind bekannt genu,g. Zu jener Zeit, als Einste;n~ 
erste, beriihmte Arbeit ersehien, die die Relati- 
vierung .der Zeit enthielt, hatte Minkowski die 
m~themati.sehe Struktur der Feldgleiehungen des 
Nthers und ihre Darste]lung in der vierdlmen- 
sionalen Rau.m-Zeit-Welt sehon ent, deekt u~ad die 
Bedeutung der Invarianz der Naturgesetze ge- 
genfiber tier Lorentzsehen Transformatlonsgruppe 
erkannt. Abet er trat erst 1908 mit seinen Ge- 
danken an die 0ffentliehkeit, als es ibm gelungen 
war, die Feld.gleiehungen fill" bewegte, ponde- 
rable KSrper aus dem Relativit~tsprinzip abzu- 
leiten. 

Hilbert verfol.gte damals die Untersuehungen 
des Freundes mit einer Anteilnahme, die sleh 
of~c zur Begeisterun.g ,steigerte; denn in ihm 
wohnte jener Glaube an die Ein;achheit und 
~egrei~ba~keit der N,atnr, tier zum Wesen des 

verkniipft, ~,or atlem mlt den Ran.d~wertauf - 
gab.en, (tie in d, er Theorie des Potentials und 
vieler Differentialgleielaungen tier Physik auf- 
t:reten. Die theoretisehen Physiker batten hier 
zwe[ ~-esentlleh ver,sehiedene LSsungsmethoden 
entwlekelt, die Methode der Relhen naeh dem 
Vorbilde der Fourlersehen Reihe und die .,lie- 
rhode der Greenschen F.unktiom ~[an kanndiesc 
Verfahren etwa an dem Beispiel der Wiirme- 
leitung in ein.em .dfmnen Stabe so kennzelchnen: 
Entweder fagt man die Temperat,u~rverteilung als 
Superposition yon einfaeh harmonisch.en (sinus- 
fSrmigen) Temperaturwellen auf (Reihenent- 
wieklung naeh Fourier), oder man denkt sleh at~ 
:~eder Stelte des Stabes elne .unendlieh kl,eine 
W~rmequelle und bestimmt diese so, dab ihr Zu- 
sammenwirken die tats~ehllehe Temperatur~'er- 
teilung erzeugt (lntegralgleiehung" mlt .der Green- 
sehen Funkt~o'n .als Kern). Hilbert stellte nun 
~'anz allgemein die ]3ezlehung dieser Ans~tze zu 
den linearen Integra]gleiehungen zwelter Art her 
nnd es g'elang ihm auf diesem Wege, nleht nut 
alle die mannlgfalti~en Theorien der phy.sikali- 
sehen Differentialgleiehungen unter einen um- 
fassenden Gesiehtslmnkt zusammenzufassen, son- 
d'ern, aueh viele Liieken auszufiillen, die .der l~fa- 
thematiker in diesen G~bieten sehmerztieh emp- 
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findEL Siitze iiber Exist, enz yon L6.sungen and 
K,nvergenz yon Reihen, fiber deren Sehwlerig- 
keit der Physiker siel~ leiehten 'Sinns, auf Beute 
lfistern, ktihn hinwegsetzt. IIeute erschelnen 
~.. B. ~iimtliehe Sehwlngungsprobleme de.r Mecha- 
:~ik and Physik als [~bertragungen der Theorie 
yon den Haup~aehsen eines Ellipsoides auf den 
Fall (los .,tlanmes yon .nendlleh vle]en ])[men- 
sionen", d. h. der Mannigfaltlgkeit aller F,nk-  
tlonen. (tie sieh in Reihen mit abz:,ihlbar vle]en 
Koeffizienten (wie Pote,vzreihen, Fourlerreihen 
~:sw.) entwiekeln lassen. 

Wurde so eine grebe iJbersieht. Strenge und 
Klarheit gewonnen, so hatte tier ,rechnende Phy- 
siker doeh dutch Benutzung der Integral- 
gleiehungen nur selten Vorteit; meist erwiesen 
s~eh far  praktisehe Reehnung die atten Diffe- 
rentialg]eiehungsmeth(~d.en als bequemer, und ~n 
neuerer Zeit ist es aueh Courant gelungen, die 
alIgemeinen Existenz- und Konvergenzsgtze mit 
den Nethoden der Varlationsrec.hnung und der 
Differentia]g]eichungen in .sehr durchsiehtlger 
Weise d:irekt zu begriinden. Geht man auf den 
physikalischen Ursprung der mathematisehen 
Glelehungen zuriick, so fin.det man als prim8ren 
A~sdruek der Erfahrungstatsachen und tty- 
pothesen manehmM die In~egralgleiehung, 
manehma] die Differentialgleiehung; in der 
Lehre veto elektrisdmn Gleiehgewicht z . B .  
fii.hrt .die Annahme yon Kriiften, .die naeh 
dora Coulomb~ehen Gesetze in die Fe.rne 
wlrken, ,direkt zu einer Integratgleiehung ffir die 
Diehte ,der Ladungsverteilung, d~gegen liefern 
jene Theorien, bei denen die Wirkung sleh yon 
StelJe zu Stelle fortpflanzt und die seit Faraday 
nn.d Maxwell die Lehre veto e]ektremagnetisehen 
Felde beherrsehen, prim~ir eine partielle Diffe- 
rantialgleiehu:ng (Pois'sonsehe Gleiehung). ~fa- 
thematiseh slnd belde Ansiitze ~quivalent, sofern 
die Differentialglelehung mit den rlehtfigen' An- 
gangs- un.d' Grenzbedingungen versehen wird. 
Aber es glbt aueh Gebiete der Physik, we kelne 
Wahl ist, sondern we die geltenden physikali- 
~,q~en Begrlffe eln'deutig au . f  eine Integral- 
a'leiehun~ als Ausdruek der Tatsaehen fiihren. 
Hilbert fan.d ein solehes Gebiet zuerst in der 
Naetischen aastheorie ~n.d er ha:t die Sammlun~" 
seiner Ab,handlungen fiber Integralgletiehungen 
(B. G. Teubner, 1912} mlt der DarstelJung dies.er 
Theorie abgeseh]ossen, offensM~tlleh hoeh er- 
fre~t iiber 'dig Maeht des yon ihm gesehaffenen 
analytlsehen Hitfsmittels. die sieh hler bel .der 
Aufk]~irung eines in selner Ioglsehen Stru,ktur 
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d ~ d ~ d ~  liegen, sei Y d x d y d z d n d ~ ,  we die 
,.\:erteilungsfunktion" F aufler yon x, y, z, ~, ~, 
noeh yon der Zeit t abh~ngen wird. Is.t F be- 
kmint, so kann man alle beobaehtbaren Grggen 
dureh Mitte]wertbildung bereehnen, z. B. die 
~iehtbare, mittlere Gesehwindigkeit als 

f F d~ d~ld ~_ 
Zur Bestimmung yon F.mug man bedenken, daft 
die tota]e zeitliehe Xnderung yon F unter tier 
Wirkung einer besehleunigenden Kraf t  mit den 
Komponenten X, I", Z: 

= - ~ ~1 + 

O F Z  OF X 61" Y ~_ _ 

(lurch die ZusammenstSBe erzeugt wird, die einige 
Moleketn aus einem betrachteten Gebiete her- 
auswer{en, wiihrend .dafiir andere hineingelan- 
gen. Unter de'r Annahme vollkommen ungeord- 
neter Moleku]arbewegung ist die resultierende 
Nnderung vort F ein Integral J (F), dessen In- 
tegrand quadratiseh yon F abhiin.gt; daher er- 
gibt sleh eine Integro-Differentialg]elehung: 

D( F) = J( F) 
d'ie die exakte Grundlage aller gaskinetischen 
Folgerungen bi]det. 

So]the Folgerungen slnd yon Maxwell, Boltz- 
mann nnd anderen gezogen worden, un,d es hat 
sich gezeigt, dab man die Gesetze der makrosko- 
pischen tlewe,gung nnd der thermischen Vor- 
g~nge in Gasen qualitativ richtig erhii]t. Aber 
(lie Kette der mathematlsehen Sc'hliisse war nieht 
elndeutig und willkiirfrei; man muBte an man- 
ehen Stellen zu ~{ittelwer~sbHd'ungen die Zu- 
flueh~ nehmen, well die st.renge Reehnnng nieht 
du'rehfiihrbar ersehien, and hierdareh .kam eine 
Unsieherhe.it in .die Bereehnung der gastheore- 
lisehen I(.onstanten (wie Wiirmeleitungs- und 
Reibungskoeffizient), deren eindeu~ige Fest- 
lecung gerade das HauptzM der Theorie 
ist. Hier .grlff nun Hilbert ein, Er b.e- 
m erkte, daft alas yon den Physikern bei der 
L6s~m~ der Grund:gleiehung eingesehlagene 
Niiherungsverfahren aufgefagt werden ksnn als 
Reihenentwie.khm.g naeh Potenzen eines Para- 
meters, der der mittleren frelen Wegliinge tier 
alten Theorie entsprieht; .dabei gibt die erste 
Niiherung in bekannter Weise die Gesetze des 
ruhenden Ga:ses, also vor alIem ftir F alas ~Iax- 
wellsehe Verteilungsgesetz, rile hSheren N~iherun- 

his damn reeht dunkI'en Tells der Molekular- ~-en aber werden line'are Integralgleiehungen 
physik bewiihr re. 

Maxwell und Bottzmann haben die Hypathesen 
tier klnetisehe:n Ga~theorle ~olgendernaaB.en in 
elne elnz~e Gleichung zusammengefa Bt : Es selen 
x. y. z die ~oor&naten amd ~. "~, ~ clle GesehMn- 
dlgkeitskomponenten elner 3,folekeI: .die Anzah] 
der ~folekeln. rile in elnem Volumenelement 
d ~ d y d  z and einem Gesehwlndigkelt~bereM~ 

zweiter Art mit symmetriscllem KErn. Auf diese 
]~it3t sich nun die allgemelne Theorle der Inte- 
uralgleiehungen anwenden und ]iefert z~vangs- 
]fiuf[g ~nd ohne WiHktir Meht nur die meeha- 
nisehen and thermisehen Gesetze der Gase, son- 
dcrn auch eindeutlge Reehenvorschriften, aus 
denen slch d~e I<onstanten numerisch bereehnen 
Jassen, sobald die Ge,setze der beim Zusammen- 
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stol3 in Wirksamkei t  t re tenden anziehenden und 
a,bstol~endert Kri i f te  bekan,nt sin& Um,gekehrt ist  
damit  zum e,rstenmai ein e indeut iger  Sehtug 
yon den beobaehteten Gaskonstanten aug die 
Molekularkri i f te  mSglieh, und solehe Reehnungen 
sind inzwisehen yon Chapman und Ensg'og (mit  
gewissm: Iv[odif~ikationen des Hi lber tsehen ¥ e r -  
fahrens)  durehgef i ihr t  worden. Das hierdureI;  
gesetaaffene Mater ia l  wiedernm konnte Debye 
verwenden, a|s er sein:e elektr isehe Theorie  & r  
M:olekularkriifte an der E r f a h r u n g  prtifen wotlte. 
So haben die yon Hilbert erdaehten mathema- 
iisehen Methoden mi t te lbar  die mo derne Atom- 
forsehung befrtwhtet .  

Des yon Hilbert zur L5sung der g'askine- 
t isehen Grundgleiehun,g entwiekelte Ver fahren  
ist  i ibrigens yon allgemeiner.er Bedeutung und 
ha t  s:ieh aueh i.n anderen Diszipl inen ,als frueht-  
b:ar erwlesen. Man kann e.s kurz etwa s.o be- 
sehrei~ben: Bel den sukzessiven Naherungen ist  
die erste Gleiehung homo g'en, d ie  folgen,den sind 
inho.moge.n mit ders.elben l inken Seite, z. B. in 
der  Gastheorie  : 

J ( F 0 )  = 0, J ( F 1 ) = D ( F o )  . . . .  
Wenn nun die erste Gleiehung auf]Ssbar i,st, so 
kann es die zwelte nieht  immer sein, sondern nnr  
dann,  wenn die reehte Sei te  gewissen: Bedin-  
gungen gen/igt. Diese AuflSsbarkei tsbedingungen,  
denen d ie  in F ,  vorkommenden Paramete r  
(Diehte, Temperatur .  Komponenten der mit t le-  
ren Gesehwindigkei t )  geni igen mSssen, ,stellen 
nun gerade d ie  makr<)skopisehen, Gesetze d:er Be- 
wegung and des Wiirme,stromes daY. 

Dieser Gedanke l iefer t  des al lgemeine Ver- 
fahren,  um zwangsliiufig, ohne willkiirl iehe 
~ i t t e lwe r tb i l dung  aus .den verwiekelten Ge,setzen 
f a r  die ungeziihlten Variabeln  der molekularen 
Welt  die elnfaehen Gleiehungen fiir die wenlgen 
megbaren OriSgen zu .gewinnen. Die besehriebene 
~ e t h o d e  wurde yon einigen Sehtilern Hilbert,  
auf  Probleme der  Ionenbewegung in Elektro-  
tyten und der Elektronenbewegung in M:etallen 
erfolgreieh angewandt ;  besonders bew~:hrt ha t  
sie sieh in der  kinet isehen Thee-tie der  festen 
K5rper ,  und tier Verfasser  dieses Anfsatzes 
wul]te des Verdiens t  Hilberts urn diesen For t -  
s eh r i t t  nieht  besser auszudrt~eken, als dab er sein 
Bueh aber Dynamik  der Kr i s ta l lg i t t e r  dem ver- 
ehrten Lehrer  widmete. 

Hilbert entdeekte noeh einen zweiten Fal l ,  
we ,der physikal isehe Ansatz direkt  auf eine In-  
tegra lg le iehung fi ihrt ,  ,die elementare Strah- 
lungslheorie. H i e r u n t e r  s ind jene einfaehen, 
zuerst yon Kirchhoff aufge:st,ellten Gesetze zu 
verstehen, die des geometrische und' energetisehe 
Verhal ten  der S t rah lung  im thermodynami,sehen 
Gleiehgewieht  r ege ln  und deren bekanntesfes ge- 
wShnlieh so formuli.ert wi rd :  Das Verhi i l tnis  
yon Emis.sionsvermbgen und Absorpt ionsverm5gen 
ist im :Falle re iner  Tempera tu rs t rah lung  eine 
universeile Funk t ion  tier Tempera tur  und tier 
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Welienliinge, also una'bh~ngig v o n d e r  N'~tur und 
dem sonstigen Zustande der KSrper. Pla nck 
hatte an d ie  Stelle der Kirehhoffschen Integral-  
begri{fe , ,Emissions- and AbsorptionsvermSge~'¢' 
die auf  des  Volumenelement  bezogenen Gragen 
, ,Emissionskoeff izient"  ~ und , ,Absorptionskoeffi-  
zient" u eingeft~hrt und gezeigt, dab dann  die 
l : i rehho{fsehen Siitze sieh in die eine Formel  
lessen lassen:  Die aus z, a und der Lid:{- 

GreBe q" ~" gesehwindiakei t  q gebiIdete ~ "" h ~:~l a 
n ieht  ab yon dec Na tu r  der Substanz, sondern isl 
eine universelle Funk t i en  der Tempera tu r  and 
tier Sehwingungszahl .  Hilberts erste Arbe i t  geht 
darauf  aus, diesen Satz ohne die von den Phy- 
s ikern gemaehten, vereinfaehen.den Anna.hmen 
(homogene, einfaeh begrenzte l¢Srper usw.) z:l 
begr i inden  er liiBt die drei  Pa ramete r  e, a. q ass 
beliebige Funk t ionen  des Ortes zu and zeig* 
dana,  dag (lie Fo rde rung  des Energieg]eieh-  
gewiehts ~ar jede einzelne Farbe  zu einer  homo- 
genen In tegra lg le iehung  zweiter A r t  fi ir  ~ fi ihrt ,  

deren einzige L5sun~ e := u konst, ist. 

Um diese, mat.hematiseh hSehst eleganW 
Arbe i t  ents tand nun eine wenig erfreul iehe Po- 
lemik zwisehen Hilbert und dent Phys iker  E. 
I)ringsheim. Dieser  warf  Hilbert vet.  dug (,r 
unter  Betonung der Unzuli ingl iehkei t  aller fr i ihe-  
ten Beweise des Ki rehhoffsehen  Satzes gerade di~, 
Tatsache als Voraussetzung seines Beweises ge- 
braueht  habe, die  von Kirchhoff  m~d allen iibri- 
gen Phys ikern  als der  t ieferen Begr i indung 1)e- 
son.tiers bedi i r f t ig  angesehen wird und deren Ab- 
lei tung der: I t aup t t e i l  der  Kirehhoffsehen Arbei t  
is t :  niimlieh die Tatsaehe, dag die  S t rah lung  jeder  
Wellenliinge fiir sieh im Gleiehgewieht  ist und 
kein Ene,rgieaust~auseh zwisehen versetfiedenen 
Spektralbezirken s ta t t f indet .  Dieser Vorwurf  i s t  
durehaus  bereehtigt ,  and  Hilbert hat, .sobald er 
auf  diesen Mangel aufmerksam wurde,  seine i~rber- 
legungen in dee geforderten Rieh tung  ausge- 
s ta l te t ;  dabei hat  er die  axiomatisehe Dars}el lung 
angewandt,  wohl in der 1}berzeugung, dab n u t  
auf d lesem Wege Kl 'arheit  in des Kniiuel  physi- 
kaliseher Vorau.ssetzu.ngen ulld mathemat lseher  
Schliisse zu br ingen sei. G-egea diese Wen(tun~z 
erhob nun Pringsheim energiseh Einsprneh,  und 
kS ist  iiul3erst interessant ,  .an diesem Fal le  die Ver- 
sehie.denheit physikal isehen und mathematisehen 
])enkens zu verfolgen. D e r P h y s i k e r  geht d a r a u f  
aus, zu erforsehen, wie die Diage  in der  Natuc  
sind;  Exper imen t  un.d Theorie sind ibm dabei 
n,ur Mit te l  zum Zweek, und im Bewul~tsein dec 
unendliehen Kompliz ier thei t  des Gesehehens, die 
ihm bei jedem Exper iment  entgegentr i t t ,  wehrt  
er sieh .dagegen, irgen.deine Theorle als endgi i l t ig  
anzusehen. Dar.um verabseheut  er das Wo~rt 
, ,Axiom", dem im gew5hnliehen Spraehgebraueh 
.d.er Sinn der endgii l t igen Wa:hrheit anhafte t ,  in 
dem gesunden Empi inden ,  dal~ Dogm.atismus der 
sehllmmste Fe ind  der Naturwissensehaf t  sel. Dec 
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Mathemaliker  abet  hat. nieht  mit  Tatsachen d'es 
(;oscht,heu~. sondetn mit  logisehen Z , sammen-  
I l i ina 'e l t  z u  t u t l ,  uttd iu ltilberts Sprache bede.utel 
axi,*matische Beharldhutg ether Di.~zipli, keines- 
wee'., die eudgfilt ige Aufstellull,.,' }~estimlnter 
Axi , ,ue  ala ewiger Wahrhei ten.  s(m.d~-r,, die 
n~ethodisehe l?orderuug:  Nenne deille Voraus-  
-ctzungen am Anfang deim, t t.rberleguna, lialfe 
d ie l l  d a l ' a l l  lllllt ul~lersuebe, ob diese Vorau~- 
s,:.tzllnge~, ~ivhl zum T(.il {iberfliissig .~ind oder 
aar  einander widerspreehen.  Di.ese logisehe Kon-  
~,,queuz ist zweifellos das /deal  jedes E, 'kenntnls-  
eebietes., abet  je weiter  man sieh yon &,r reiuel, 
M athematik entfernt., um so weniger er f i i l l t  (oder 
, 'rf~illbar) ist  such dieses Ideal ,  und setbst in dee 
~'xakwn Physik  findet sieh nur  allzu hiiufig mit ten 
bl dcr  Entwicklung  ein Satz wit :  ,,wenn w i t  nlln 
die Annahme maehen, (tag usw.". Prb~gsheims 
P,~lemik, in dee Betonung des phydka l i seh  Wieh-  
liv'en .durchaus bereelitigt,  sehol~ nun sowohI in 
d~r Fo, 'm als such in dee Beur te i lung yon Hil- 
beets Absiehten iiber das Ziel hlnaus. Er  ver- 
k,,nnte nleht  nut  den Sinn  d'er axiomatisehen 
l)arstellungsweise,  den wit, soeben erli iuterf 
haben, sonderu er warf such Hilbert einen Feh le r  
vm'. Dieser hat te  Mimlieh zum Beweise der Un- 
mgg-liehkeit, aus dee Annahme des Glelehgewiehts 
,let G-esamtene,'g'ie aller Wellenli ingen die Kireh-  
hoff-Planeksehe Formel  abzuleiten,  die GrSgen q 
und a unabhiingig yon ~. b,eide gleieh 1 gesetzt;  
Pri~osheim hiilt ,dies flit, unzuliis~i~, weil es in 
tier Nat:ur keine KSrper  gibt, die Absorption 
(a = l ) ,  abet  keine Dispersion (q = t ,  d. h. gleieh 
tier Lieht.a'esd~windigkeit im Vakuum) h.aben. 
Mit  demselben t{edl te  kSnnte man sagen:  Dee 
Lo'batselmwskysehe Beweis d'er lTnmSglie.hkelt, 
alas Para l le lenax iom aus den i ibrigen Axiomen 
Euklids herzuleiten,  ist  falseh, deml  die dlabel 
ver~,endete n ieht -eukl id isehe Geometr ie  exist iert  
in dee Wirk l i ebke i t  nieht. Hilbert konnte diesen 
Vorwurf  Pringsbeims mlt Reeht  als Migverstiin.d- 
his zu tiiekwelsen. 

Pringsheim hat noeh andere Eiuwitnde von 
~eringerem Gewiehte geaen Hilberts Arbei t  ver- 
a'ebraeht, z. B. dab er .die Zers t reuung  und Re- 
flexion nieht ber{ieksiehtigt babe. In  elner zu- 
sammenfassenden Bea tbe i tung  (G6tt inger  Naeb- 
rlehten 1914) hat dann Hilbe,'t o, ez~qgt, (tag seine 
Beweisfi ihrung such bel Ber i ieks icht igung "flier 
dieser  Vargi~nge v'iiltlg bleibt :  di~.se letzte Ab- 
handlung Hilberls iiber das Oebie~ de,' elemen- 
taren St, rMdunv'slehre wird immer sis d'ie 
strena'ste und durehsieht igste  Dars te lh ,ng  diese,- 
Theorie zu .a'etten haben. 

Gle iehwdi l  land  sic bet den Phys lkern  wenig 
Bead, tun.g;  alas lay' lmuptsiiehl'ieh daran ,  dab die 
t ieferen Probleme .dee Stra 'hlungstheorie,  vet  
allem das Gesetz dee spektraten Energiever ' te i ]ung 
des sehwa,'zen Ka,.pers, an Wieh t igke i t  welt  vor- 
anstand'en. Denn hier ergaben sieh Zusammen- 
hiin~'e mlt den letzten Pr inz ip ien  dee P~bysik, die 
heute  ~'er.ade dureh die Erforse 'hung der St rab-  
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]uugsgesctze in einer Wandhmg  begriffen sind. 
Auch Hilbert hat memals  die Bedeutung de,' 
Kirchhoffsehen St rahlungsgeometr ie  iiberschiitzt, 
s.on.dern seit seinem ersten E indr ingen  hl die 
(]edanken dee mo.dernen Phys ik  den gehwerpunkt  
dee Frages te lh lng  in den Problemett  dee S ta t i s t ik  
und dee Quarltell ge~ehen. Mehrere Jahre  hat 
er viel Zeit und Arbeit. da rau f  gewandt,  (liege Ge- 
Mete mit. dee Nchiirfe seiner Log'ik zu dureh- 
dringen und zu erhel len;  abet or hat s eim, l ie-  
~nltate niemals publiziert ,  sender,,  nur seinen 
S~llhlern in Vor]esu~rgen :bekauntgemae]~t; er be- 
g'still It?it e inem t{olleg /iber seinen .4~ufbau dee 
kinetisehen (h~stheorle ,und s zhlola d a r a n  eine 
l[eih.e yon Vorlesungen iiber NTolekulartheorie. 
, t a t i s t i sehe  Meeh:anik, Nernstsehes Wiirmetheo- 
rein, Quantentheor ie  u. it. Die wunderbare  An- 
wendung, (lie die klassisehe Hami l ton-aaeobische  
Meehanik in dee Qu.antendleode finder,  bet  dabei 
einen Ankni ip fungspunk t  an ber/ihmte iilter~, 
Verlesungen HiZberts iiber Var ia t ions rechnune  
und hi;here Mechanik. Zugleieh begann Hilbert 
die yon ibm ge]eiteten i~bungen des mathemat i -  
~ehen Seminars,  atikn/ipfend an die Tradl t i ,m dee 
letzten MinkowsMsehen Zeit,  hauptsiiehlieh den 
Problemen der t.heoredselien Phys ik  zu widmen. 
und bis heute werden diese Semina l ' s tunde .  tiber 
,ta.s Thema , S t r u k t u r  der Materk,"  fortgesetzt.  
]linl,'owskis l lol]e iibern~ahm dee Phys lker  
P. Deb?le, dee, gleieh bedeutend al~ Experhne,> 
tater  und Theoret iker ,  in diese i}bungsstunden den 
lebendigen Pulssdllag" dee physikali~ehe,~ F~,'- 
~ehung here inzutragen wul]te. 

Nati~rlieh spielte bet den 1)i~kussionen des 
Seminars  die ReIativitgtsthec~rie %m~er eine 
grol~e Rolle, und mait verfolgte mi t  grogem A , -  
tell die. Arbei ten,  mi t  .denen Ei.nstein a'anz all- 
toil'hitch zu seiner a l lgemeinen Gravitatlon,~theorie 
vordr.ang. Aber such die Abliandl:unven yon 
Abrake~m, Nordstroem und Mie. die zum selben 
Ziele strebten, wurden s tudler t ,  und Itilbert 
wurde besonders yon den Ideen Mies gefesselt, 
tier eine ,Theor ie  dee ~fater ie"  auf dee Gtund-  
lage des I{elativit~itsprinzips aufzubauen ver- 
suehte. ]lie ,a'elang e~, die Maxwellsehen 
Gleiehungen des e lektromagnet isehen Feldes  in 
,'.ationeller Weise so zu vera l lgemeinern ,  daP., s i t  
ihren l lnearen Charakter  verl.oren, und er ver- 
folgte das Ziel. d ie  Existenz dee materiellen Ur- 
teilehen, be.senders des Elektrons,  aus den Feld-  
,-,'Ieiehungen abzuleltea.  Man versteht, daft diese.~ 
Problem fa r  einen 3faChematiker wi t  ttilbe.rt be- 
-~onders anziehend war, d~enn..dis Grundlagen  dee 
Miese.hen Theorie  liegen sieh nie,'ht, nur  in sehr 
durehsie 'htiger Weise mathemat iseh  formulieren,  
sondern e r fo rdeden  aueh bet dee Durehf i ih rung  
des Program.ms einen betrhehtl iehen Aufwand 
nieht  t r iv ia ler  analyt iseher  Hi l f smi t te l .  Abet  
II4lbert salt wetter  als dee Begrt inder  dieser T,heo- 
tie, indem e.r ~ die Briieke zu Eb~steins Gedanke,~ 
iiber .d'ie a]lgemeine Relat ivi t i i t  un'd Gravi ta t ion  
entdeekte.  
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DamaIs, im aahre  1914, hatte Einsteh~ er- 
kannt ,  da/.t sein Aquivalenzprlnzip yon Tri igheit  
und Sehwere bei konsequ.enter Durehf f ihrung  not- 
wendig dazu f t ihren multte, die Vorste l lung eines 
a pr ior i  gegebenen, euk l id i sd len  Raumes und 
einer abso]:uten Zeit  falten za lassen, vielmehr 
d ie  Ra 'um-Zei t -Wel t  als b&iebige 4-dimensionale 
Marsnigfal t igkei t  im l~iemannsehen Sinne  aufzu- 
fassen, wobei die ~aBbes t immung  dureh  eine 
quadrat isehe Fo rm der Koord ' ina tendi f ferent ia le  
gegoben ist. Die 10 Koeff iz ienten  dieser Dif feren-  
t ia l form m,ul]t,en die Grav i ta t ion  bestimmen, und 
es kam d a r a u f  an, die fib" sir  gti]t igen Gesetze 
aufzuf inden  uuter  Ausnutzung  der Andeutungen ,  
die  dureh die  Fo rde rung  der  Invar ianz  und dureh  
den Ansehlul] .an die Newtonsehe Gravi ta t ions-  
theorie gegeben waren. WiJ.hrend Einstein zu- 
niJ.chst vergeblich, sodann auf  groBen Umwegen 
sich diesml Gesetzen zu niihern suchte, kam Hil- 
bert giinzlich unabh~ingig a~uf e inem anderen Wege 
znr L5sung dieses Problems,  und der Zufal l  
wollte, dal3 br ide  Forscher  fast  genau gleiehzeit ig 
am Ziele anlangten.  Einstein legte seine beiden 
grundlegenden Abharsdlungen , ,Zur al lgemeinen 
Rela t iv i t i i t s theor ie"  am 11. und 25. November 
191.5 tier Ber l iner  Akademie  vet,  Hilbert seine 
erste Note  fiber d'ie , ,Grundlagen der Phys ik"  am 
20. November tier GSt t inger  Gesel lsehaft  de r  Wis- 
senschaften. Dieses merkwiirdige Zusammen- 
t re f fen  ha t  .aber keineswegs zu i rgendwelchen 
Pr ior i t i i t s s t re i t igke i ten  zwisehen den beiden :M~in- 
nern Anlall  gegeben; vietmehr f i ihr te  de r  Br ief -  
wee'hse] ~, tier aus dem Austausoh der' wissenschaft-  
tiehen Ansiehten  ents tand,  zu pers5nlichem Zu- 
sammentref fen  und freundsehaft] : iehem Verkehr.  
Hilbert blieb siell stets bewul3.t uncI hat  dem in 
zahlreichen ¥or t r i igen  und in seiners Abhandlun-  
g'en Ausdruek  gegeben, ,d,al] die t t aup tsaehe  dureh-  
aus d ie  grol]art ige physikal isehe Idee  Einsteins 
sei ;  wie f i ir  Vischers , A u e h  E ine r"  sich ,,das 
g~rMisehe  immer yon sel, bst  verste:ht", so f i ir  
einen Hilbert ,,alas Mathemat isehe" ,  selbst da, we 
es wie in der 1Relativitiitstheorie d ie  hSohsten gee- 
metr ischen Abst rakt ionen betTifft. Es war fibri- 
gens keineswegs so for t  offenbar,  dab ,die Ansiitze 
Einsteins und Hilberts ,gleichwert.ig, ja  n ieht  ein- 
r ea l  dal~ sie mi te inander  vertri iglich seien. Ein- 
stein baute seine Gravi ta t ionsgesetze  indukt iv  
auf ;  d:abei machte er keinerlei  Annahmen fiber 
das Wesen der das Grav i ta t ionsfe ld  erzeugenden 
Materie,  sondern eharakter is ier te  diese dureh 
i.hren Energie-Impuls-Spann,ungs-Tensor .  Seine 
Gravitat ion.sformeln bes.agen, ,da~ dieser Tensor 
.dee Mater ie  iiberatl propor t ional  dem , ,verj i ingten 
Kr i immungstensor  '~ ist, e iner  kovar ianten GrBlle, 
d ie  aus den Koeff iz ienten der fundamenta len  Dif-  
~erent ia l form und ihren ersten un4 zweit~n Ab- 
le i tungen gebitdet  ist. Hilbert knfipft  an die 
C~edanken an, die Mies , ,Theorie der :MTaterie" 
zugrunde ] iegen;  dabei wird die  l~a ter ie  dnrch- 
aus als elektrisebes Phiinomen angesehen und 
dureh ein ,Viererpotential" mathemat lsch eharak- 
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ter is ier t ,  dcs~e~l 4 Komt~nen teu  zugleich mit  den 
10 b:omponenten des Sdlwerefe ldes  den Zustand 
der Welt  in jedem Punk te  besehreiben. Zur  Be- 
s t immung dieser 14 ,nbekannten  Funk t ionen  
die'nt, wieder naeh dem Vor'bilde yon Mie, ein 
invar iantes  Va'r ' iationsprinzip; wiihrend dieses 
abet  bei Mie nur  invar ian t  ist gegen d ie  Lorentz-  
Transformat ionen  der speziellen l:[elativitiitstheo- 
i'ie, ist es bei Hilbert allgemeln invar iant ,  und 
daraus folgt,  dal3 zw:isehen den 14 Di f fe ren t i a l :  
gleiehungen fiir die 14: gesuehten F.unktionen 
4 Identi~dtten bestehen. In  diesen 4 identischen 
Rela t ionen zwisehen den Gesetzen des "Gravi ta-  
t ionsfMdes und ~ denen des dek t r i s~hen  Fe ldes  
(den Maxwellsehen Gleichungen)  sub HiIbert 
selbst den t~Shepun'kt seiner  Leistung,  nilmlieh 
die Auf f i ndung  des Bandes zwisehen den belden 
Feldar ten ,  die bish.er nebeneinander  beziehungs- 
los bestanden. Aus e in igen Stel len dieser Note 
Hilberts, besonders a u s d e m  ent~usiast ischen 
Sehlusse, geht deut l ich hervor,  dat] er yon seincn 
FeMgleieh.ungen noeh GrSl3eres erwartete,  n~imlich 
die E r r e i ehung  des Ziels, das ]lie vorgesehwebt 
ha t t e :  die Able i tung  des Elektrons  und der  Atome 
aus den Feldgesetzen.  Diese t t o f fnungen  h.aben 
sich zwar night  erff i l l t ;  alas Geheimnis  der  Ma- 
ter ie  un8 ihrer  quantenhaf ten  Str .uktur liil3t sieh 
wohl auf  diesem formMen Wege nicht  ergrfinden. 
Aber aueh .so bleibt Hilberts erste N.ote e.in histo- 
risehes Dokument :  sir  bedeutet  zusammen mi t  
den beiden gleiehzei{igen Arbei ten  Einsteins die 
Gebu'r¢ tier Mtgemeinen Relativit~itst.heorie. Aul3er 
Einstein selbs.t haben das wohl wenige sogleieh 
e rkann t ;  dersn Hilberts Alyhandlung i,st ~iul~erst 
sehwer ,gesehrieben, fSr  Phys iker  geradezu ~nzu- 
giinglich. Klein hat  das Yerdienst ,  d ie  l~ilbert-  
sehen Gedanken sofort  erfal3t ,und in k larer  ursd 
e infacher  We~se d .arges~l l t  zu ~laben; er l and  so- 
wohl filer Hitberts erste Note, al,s such ffir Ein- 
steins Abhandlungen  und ffir d ie  zweite Note 
Hilberts d,ie adiiquate Fo, rm, i.ndem er  ihren ma- 
thematisehen Inba] t  den al lgemeinen Ideen unter-  
ordnete,  die e r v o r  Jahrzehnten  (1872) in seinem 
berii.hmten Er langer  Pr;ogramm ausgesprochen 
hatte. Der Or'ursdgedanke ,dieser Schr i f t  i s t  die 
Erkenn±nis,  dab alas I~h.rgebRude der Geometr ie  
oder i rgendein  in sich abgesc~hIossener Tel l  des- 
selben (wie Analysis  situ.s, projekt ive  Geometrie,  
K.uge]geometrie .usw.) aufgefaBt werden kann a]s 
Invar ian ten theor ie  e iner  best immten Gruppe yon 
Transfo 'rmationen.  Die Riemannsehe a]l,gemeine 
Raum]ehre  erseheint  yon diesem S tandpunk t  ans 
als die Invarian: tenthe~rie  beziiglieh t i l e r  s te t igen 
Trans format ionen  der 3 Ranmkoordina ten ,  bei 
denen ei'ne quadrat isehe Di f fe ren t ia ] form in sich 
iiberg~ht; und yon ~ier  aus zur Eins te lnschen a]l- 
gemeinen Relativit~itst,beorie is t  ntrr ein Schri t t .  
der  in der  Hinauf f igung  tier Zeit  als v ie r t e r  
Koordlna te  zu den 3 Raumabmessungen besteht. 
So waren d ie  ~ '[athematiker wo~hl pr i ipar ier t  znr  
schnellen Erfass,ung yon Einsteins Le'hre, und es 
is t  ver'st~ndlieh, dab die ffihrenden -~[athematiker 
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Hilbert und Klein an der En twiek lung  der Thee- 
t ie leb,haften Ante i l  nahmen. 3a, d ie  Ideen /gin- 
steins e r seh iene ,  ihneu so natt ir l ieh,  dad sie den 
Wide r s t and  get' nieht begreifen konnten, den die 
Re la t iv l t a t s theor ie  n ieht  m/r  bei Laien,  sondern 
aueh innerhall} der Phys ik  fan& Die Gegenargu-  
mente, d ie  vorgebraeht  w u r d e n  erhoben sieh ja 
aueh niemals tiber das n iedr igs te  Niveau und 
mul]ten den an (tea Werken eines Gaul3, Rie- 
mann, t[elmholfz Geschulten nu t  li ieherlieh er- 
seheinen. 

Die sehon oben erwiihnte zweite Note Hilberts 
enthii l t  aul,~er e inigen mathemat isehen Folgeru:n- 
den aus den Feldg]e iehungen vor a]lem eine aus- 
ffi'hrliehe Diskussion der S te l lung des Kausa l -  
gesetzes zur al lgemeinen l{elativiti i t .  Naeh der  
gewShnliehen Fassung  ver langt  dieses, dell dureh 
den Zustand der Wel t  in Gegenwart  und Ver-  
gangenhei t  verm~Sge der Naturgesetze der  Zustand 
der Wel t  in der Zuk,unft e indeut ig  und notwend:ig 
best immt sei. In  tier a l lgemeinen Rela t iv i t i i t s -  
theorie mull man nun genaa~ def inieren,  was unter  
, ,Zustand tier Wel t "  eigent]ich dabei zu verstehen 
sei;  denn die Wer te  i rgendwelcher  physikal:isehen 
Pa rame te r  lessen sieh durch Wec'hsel des Bezugs- 
systems in andere  Wer te  t ransformieren ,  kSnnen 
also n ieh t  in jenem Satze als Best immungsstf icke 
des physikalisehen Zustandes  gemeint  sein. H i L  
bert gib t  nun ,genau an, wie .man den Zustand 
def in ie ren  muB, dami t  er einen ,,physi'k,a]ischen 
S ign"  ~habe, und: zeigt, dab dann  das Ka~nsalitiits- 
pr inzip  in vo]lem Umfange gt i l t ig  b]eibt. Auch 
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diese F rage  hat  dann  Klein yon seinem al]ge- 
meinen, gruppentheoret isehen Standpunkte  be- 
leuehtet.  

Hilbert hat  seine Auffassung der Relat ivi -  
t i i tstheorie hi mehreren ¥or lesungen  bekannt-  
gemaeht,  wobei er zu immer grbgerer  E indr ing-  
l iehkeit  und Kla rhe i t  der  Dars te l lung  gel.angte. 
Im letzten S.ommersemester hat er sogar ein pol)u- 
l~res Kolleg vor e inem riesigen ZuhSrerkreis  ge- 
hal~ten und dabei bewiesen, .dal? nur  der, dem die 
logisehe S t r u k t u r  eiues sehwierigen Gebietes voll- 
st:,indig durehs ieht ig  ist, dieses vor einem Laien-  
publ ikum ansehaulieh, leben.dig und gleichzeit ig 
ldar und streng vor t ragen kann. 

Sei t  Gau~ und Weber i s t  es eine GSt t inger  
Tradi t ion ,  dal} }~[athematik un4  Phys ik  nieht  
nebeneinander ,  sondern mi te ina~der  fortschrei ten.  
Klein hat  diese Trad i t ion  besonders energiseh ge- 
hii tet  un.d durch Einbeziehun.g der technischen 
Wissenschaf ten ,ausgebaut; sein St reben war, die 
hehe mathemat ische For schung  aus ihrer Isolie-  
rung zu befre ien und sie durch  Pf]ege d'er An- 
wendunger~ mit  der  Praxis ,  der Teehnik,  zu ver- 
binden, diese befruehtend und gleichzeit ig yon 
dieser bef ruchte t  und soziaI gestfitzt. Hitbert 
hat in n icht  ger ingerem Merle im Sinne der GSt- 
r inger  lJber l ieferung gewirkt ,  nur  war sein In te r -  
esse weniger  auf die P.raxis, als auf  die Pr inz i -  
pien der Na tu re rkenn tn i s  ger ichte t ;  da rum hat  
er seine mat,hematischen Kri i f te  in den Diens t  
der modernen Phys ik  geste]lt.  Was  di.ese ibm zu 
danken hat, davon so]]en diese Zei]en berlehten.  

Die  B e d e u t u n g  Hi lberts  fiir die  Ph i lo soph ie  der Mathematik.  
Von Paul Bernays, GSttingen. 

Wenn wir .die geis t igen Beziehungen der  
mathematisehen Wissensclaaften zur P,h:i]osophie 
betrachten, wie sle sich sei t  den Zeiten der A~af- 
kliirung entwickel t  h aben, so ,bemerken wir  mit  
Befriedigung,  da£ gegenwiirt ig das mathemat ische  
Denken im Begr i f f  ist,  wi'eder jenen miichtigen 
Einflut]  a u f  die phitosophisehe Spe'kulat ion zu 
gewin:ne~n, welchen sie bis zur Zei t  Kants besa~, 
den sie dann  aber auf einmal vSllig einbiil]te. 
Jene  pl5tzliehe Abwendung yon dem mathemat i -  
schen Denk,ma gesehah im Zeichen der allgemei- 
nen Abkehr  yon dem Geiste der  Aufk]iirungszeit ,  
wie sie sieh zu Anfang  des 19. J ah rhunde r t s  ein- 
stellte. 

ffedoch war  diese AblSsung tier Philosophie 
yon der  exakten Wissenschaf t  n n r  eine einsei t ige.  
Wii, hrend ngmlich d ie  herrschende Philosophie 
sieh ganz der Mathemat ik  en t f remdetO) ,  ent- 

i) Unter den Philosophen, welch,e in dieter Hin- 
sicht eine rtihmliehe Ausnahme machten, ist beso~ders 
Bolzano zu erwAhnen, der ats erster .die strenge Be- 
grfindung ftir die Theorie der reellen Zahten geg~ben 
hat. 

wiekelte sich bei den Mathemat ike rn  im~ner meant 
eine phitosophische Ridat,u~g. 

Der  wesontIichste Grund. h ierf f i r  war, dab die 
3£athematik welt fiber den l~alamen hinaus wuchs, 
in dem sie sieh zu den Zeiten Karts noeh be- 
wegte. Nich t  nur ,  dal3 tier Bereich der  erforsch- 
ten Tatsachen sich erheblieh vergrSl~erte, sondern 
die gaaze An]age tier Untersuoh,ungen wurde 
gr.ol]ziigi.ger und die  ganze ]ifethode umfassender.  
I ) ie  Begr i f f sb i ldungen  erhoben sich zu einer 
hSheren S tufe  der  Al lgemeiahei t  ; die Be- 
deutung der Yormel t r a t  zurtick gegenfiber 
begriff l ichen Ahstraktio*nen 'und systematischen 
Lei tgedanken.  Fe rne r  auch die  S te l lung  zu den 
G rund ]a ge n  und dem Objekt  der  mathematischen 
Wissensehaf ten  i inderte sich. 

:Die Aufgabe  der Geometrie  wurde wel ter  ge- 
fal]t. Die  geometr isehen I legr i f fsbi l&angen wear= 
den al lgemeiner  und. machten sich immer mehr 
yon der  Bindung  an die r i iumliche Vors td l 'ung 
frei .  Und in den neu ents tandenen geometrischen 
Theorien ha t te  d'ie Raumanschauung  n icht  mehr 
die ]gedeutung der ErkenntMs-Grnndlage ,  sondern 


